x = reelle Zahl
X = ZufallsgroRe

1. Diskrete ZufallsgréBen

Beschreibung durch:

Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten:

Binomialverteilung
- Anwendung bei vielen Wiederholungen

a) Liste ihrer Merkmalswerte (x1,x2, ...)
b) dazugehorige Wahrscheinlichkeiten

a) Formeln nutzen und rechnen

Induktive Statistik
(Inferenzstatistik = schlieRende Statistik)

Deskriptive Statistik

Schéatz- und Testverfahren gibt die
Wabhrscheinlichkeitstheorie vor

Wie kann man eine Verteilung
eines Merkmals beschreiben?

Erwartungswert

Mittelwert

Poisson-Verteilung

Theoretische Varianz

Empirische Varianz

Hypergeometrische Verteilung
- Ziehen ohne Zuriicklegen

Kumulative Verteilungsfunktion
- gibt die WS in einem bestimmten Bereich an
- beschreibt Wahrscheinlichkeitsverteilung
- kumuliert Zahldichte durch Summenbildung

Kumulierte relative Héufigkeit

Logarithmische Verteilung

Wahrscheinlichkeitsfunktion
(Dichtefunktion = Zdhldichte)

Hdufigkeitsverteilung

Bernoulli-Verteilung

Diskrete Gleichverteilung
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Induktive Statistik
(Inferenzstatistik = schlieBende Statistik)

Variablen sind stetig verteilt

Schétz- und Testverfahren gibt die
Wabhrscheinlichkeitstheorie vor

Normalverteilungen
- Konfidenzschadtzungen iso Hypothesentest -
- Zentraler Grenzwertsatz bei

unabhangigen Werten

Dichtefunktion f(x)

- isti. d. R. nicht bekannt

- WS-Funktion von stetigen ZVen

- WSen liegen in einem Intervall

- empirische DF = relative Haufigkeit der

Daten

Standardnormalverteilung N(0,1)

Verteilungsfunktion
Stammfunktion F(X)

- gibt die WS in einem bestimmten

Bereich an

- beschreibt Wahrscheinlichkeitsverteilung
- kumuliert Zdhldichte durch

Summenbildung

x>Verteilung (Stichprobenverteilung)
- schatzt o aus NV (auch pund A)

FG

Erwartungswert

Theoretische Varianz

F-Verteilung
- mit 2 Parametern = FG: m1 und m2

Exponentialverteilung E(A)
- Wartezeiten auf ...
- Diskrete Variante: Geometrische Verteilg.

F-Verteilung

- durch 2 FG (m und n) festgelegt

- Uiber einem halbseitig o= Intervall

- Ublicherweise als [0,°°] angenommen

Stetige Gleichverteilung

Log-Normalverteilung

Weibull-Verteilung

© ANA LOGO 2014

Seite 2



1.1.

ZufallsgréBen Typ A (alternativ)

Gleichverteilung

P (Kopf) =0,5

P (zahl)=0,5

ZufallsgroRen mit nur 2 moglichen Ereignissen bzw. Realisierungen.

Beispiele: Kopf oder Zahl, 1 oder 0, Urne mit nur blauen und roten Kugeln.

Beide Ereignisse sind gleichwahrscheinlich.

Verteilung: GleichméRig (50/50 oder 1/2 und 1/2)

WS-Funktion: P(X=t) = f,(t) = 1/n fiir t =xi (i= 1, ...n), sonst 0
Verteilungs-Funktion: Fx(t) =P(X)st)=1/n- | {kix, St} |
EW: (n+1)/2

Var: (n2-1)/2
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1.2. ZufallsgroBRen Typ D (4 verschiedene)

Beschreibung durch:

Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten:

a) Liste ihrer Merkmalswerte (x1,x2, ...)

b) dazugehdrige Wahrscheinlichkeiten

a) Formeln nutzen und rechnen

GleichmaBig diskrete Verteilung

P(1)=1/5

P(2)=1/5

P(3)=1/5

P(4)=1/5

P(5)=1/5

Beschreibung durch:

Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten:

ZufallsgrofRen als Liste mehrerer moglicher Ereignisse bzw. Realisierungen.

Beispiele: Wurfel {1,2,3 4,5,6}
Alle Ereignisse sind gleichwahrscheinlich.

Verteilung: Gleichmé&Rig (im Wirfel 1/6 pro Zahl)

WS-Funktion: P(X=t) = f,(t) = 1/n fiir t =xi (i= 1, ...n), sonst 0
Verteilungs-Funktion: Fx(t) =P(X)<t)=1/n- | {kix, St} |
EW: (n+1)/2

Var: (n%-1)/2

a) Liste ihrer Merkmalswerte (x1,x2, ...)

b) dazugehorige Wahrscheinlichkeiten

a) Formeln nutzen und rechnen
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Binomiale Verteilung
Wenn sonst jeder zu 26% trifft, wie ist WS,
bei 11 Versuchen fir genau 4 Treffer?

Verteilungsfunktionen:

EW:n-p

Var:n-p (1-p)

GrofRer Teich mit 10.000 Fischen. Nimmt man 5 Fische raus,
macht es kein Unterschied fur die Wahrscheinlichkeit. Ohne
Zuricklegen.

Beispiel: Der Treffer-Durchschnitt aller bisherigen Teilnehmer liegt bei 0,26. Wie hoch ist WS,
bei 11 Versuchen genau 4 Treffer zu haben?

Zufallsexperimente mit "Wettkampf-Charakter" (mit Zurlicklegen). Kleine Stichproben.
Faustregel: n/N < 0,05. Setzung: p=M/N

WS fir Eintreten des Einzelereignisses. Gezogene Elemente dndern P beim nachsten Zug wenig.
Gleiche Treffer-WS bei n-maligen unabhangigen Einzelversuchen (mit Zuriicklegen = Bernoulli).

Verteilung: Zweiparametrig (A und A quer)

L n
WS-Funktion: P(X = k) = (Z) e (1-p) ™ 0 ) !

Fur groRe n erhalt man Uber die Standardisierung der Binomialverteilung (setze z: = (X-u)/o) die
Naherungsformel fiir die n = oo Gaullverteilung.
a

P(X<a)= Z (Z) pk - (1 — pyr e Fyfa) E

k=0 0 a n

—
[a—

n

PX2a)= > (F)pk-(1-p* = 1-Flal) |
k=a 0 d n

—
[a—

—
—t
[a—

b
P(as<X<bh) n pk S(1- p)n—k: F,(b)-F,(a-1) [
2.0

Beschreibung durch: a) Liste ihrer Merkmalswerte (x1,x2, ...)

b) dazugehorige Wahrscheinlichkeiten

Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten: a) Formeln nutzen und rechnen
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Hypergeometrische Verteilung
Wenn ich aus 100 Teilen nur 3 zufallig ziehe, wie ist WS fiir Treffer bei

10 Ziehungen?

I EEN

H

GrofRer Teich mit 300 Fischen. Nimmt man 20 Fische raus,
macht es durchaus einen Unterschied fir die
Wahrscheinlichkeit.

Zufallsexperimente mit vergleichbarem "Entnahme-Charakter" (ohne Zurticklegen).

Beispiel: Anwendung bei Qualitatskontrollen. Maschine 100 N Teile, 5 k defekte.
WS fir (k=3) aus 10er Stichprobe?

Bei Stichprobe (etwa n/N < 0,05) dhnliche Wahrscheinlichkeiten wie Binomialverteilung.

Binomialverteilung wird dann angewendet, da einfacher.
Da komplex, Variablen 1. k Treffer 2. K Defekte und 3. n Stichprobe hinschreiben.

Verteilung: Dreiparametrig.

WS-Funktion: P(X=k) = (Il:) : (::I;) / (Z)

Verteilungs-Funktion: F,=P(A<k)= Zk=0 bis K(Ilf) . (11\’1:',:) / (11\1’)
EW: n - (M/N)

Var:  n(§)-(1—M/N)-[(N-n) /N-1)]

Punktschatzung fiir K (K7): ...

Punktschatzung fiir N (NA): ...

Beschreibung durch: a) Liste ihrer Merkmalswerte (x1,x2, ...)

b) dazugehorige Wahrscheinlichkeiten

Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten: a) Formeln nutzen und rechnen
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Poissonverteilung

Bei @ 6 Personen/min (M), wie ist WS fir 9 Besuche in der nichsten

Minute? Antwort: 6,88%

Normaler Wert pro Minute =

WS, dass es in
genau 9

der nachsten Minute

sind: P

=6,88%

ZufallsgroRen mit Realisierungen aus der Liste (0,1,2,...). ZufallsgrofRe, die mit zufalligen

Ankinften in Verbindung steht.

Beispiel: Kaufhausbesuche gibt's A [6 Personen pro Minute]. Bei Zahlung im Minutentakt, wie
groB ist WS, dass in nachster Minute k Personen das Kaufhaus betreten? (A immer > 0).

Ndherungsformel fir Verteilung seltener Ereignisse. Fiir Phanomene, die innerhalb einer Einheit

auftreten (8 Anrufe im @ pro Minute).

WS-Funktion: P(X=k) = (Ak/K!) - e™
Verteilungs-Funktion: Fx(n)= e™ Yh=0 AKk/K!
EW: A

Var A
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2. Stetige ZufallsgroRRen

2.1. ZufallsgroBen Typ S

Da Angabe der Merkmalswerte und deren WS unméglich ist, gibt man fiir jede reelle Zahl x die WS an, da die Realisierungen der

ZufallsgroBe X in dem links-offenen Intervall (-o0,x) liegt.

Beschreibung durch:

Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten:

a) Verteilungsfunktion
b) Dichtefunktion

a) Formeln nutzen und rechnen - geht nicht, da rechtstehendes Integral sich nicht auswerten ldsst !!!
b) Daher auf Tabellen zuriickgreifen. Tabellen gibt es aber nur fiir die standardisierte NV.
c) Daher entweder Excel oder R benutzen oder d)
d) Umformen aus standardisierter ZufallsgroBe Z = (X-p)/o. Beispiel in e)
e) Bei u=4,8 und 0=3,9 ausrechnen der WS P(X<2):
P(X<x) = P ((X-p)/0<(x-p)/0) =
P(X<2) = P ((X-4,8)/3,9<(2-4,8)/3,9) = P(Z<-0,72)
f) SchlieRlich in Tafel der Standard-NV schauen beim Wert -0,72, um WS zu finden.
g) Da Tabelle erst bei 0 anfingt, umformen wegen Symmetrie: P(Z < - 0,72) = 1-P(Z< + 0,72)
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Normalverteilung (GauR)
Verteilungsfunktion ist Stammfunktion F(x)

Reelle
Grolle
x

P(X<p) =1/2 P(X>p) =1/2
P(X<-u) ist gleich .ooeveeecieeceeceee P(X>u)

Zufalls-
groRe

-20 -15 -10 -5 5 10 15 20

WS einer ZufallsgréRe (X), dald ihre Realisierung bei gegebener
Zahl x in dem links-offenen Intervall (-o=,x) liegt.

WS-Funktion (Dichtefunktion) ff:
EW: u=p, = [-00/c0 t-f(t)dt

Var: 62 = ox? = [-o0fco (t-pu)?-f(t) dt

ZufallsgroRen sind normalverteilt mit Parametern p und o.

Die meisten WS-Verteilungen lassen sich bei groRer Stichprobe zur NV (iberleiten.

Gut fur Prozesse in Naturwissenschaft und Einkommensverteilung, die in mehreren Faktoren

unabhangig voneinander in verschiedene Richtungen wirken.
P(u-30 € X < p+30) = 0,997

P(u-20 £ X < u+20) = 0,945

P(u-o £ X< p+o) =0,683

WS-Funktion (Dichtefunktion):  f(t)= 1 /ov2mr - e M -0,5 [(t-p)/0)]?
Verteilungs-Funktion (komplex): F(t) = 1 /oV2n [-eo/t e A -0,5 [(s-p)/0)]? ds
Verteilungs-Funktion (vereinfacht): ®,;(x)=® (X-u/c) mitx €R
P(X<b)=F(b)=® (b-pn/ o)

P(Xza)=1-Fla)=1-®(a-n/0)= 1-D(z.B.2) =D (z. B. -2)
P(asX<b)=F(b)-F(a)=®D (b-n/0)- D (a-n/ o)

mit @y, =® und ® (0) =1/2

EW: p

Var: o

Median: p
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Standardisierte Normalverteilung (mit p=0 und o=1)
Verteilungsfunktion ist Stammfunktion F(x)

Reelle
Grolle
x

P(X) zu gleichen Teilen links und
rechts der Null P(X)

Zufalls
groRe

3 2 1,1 2 3

WS einer ZufallsgréRe (X), dald ihre Realisierung bei gegebener
Zahl x in dem links-offenen Intervall (-o=,x) liegt.

WS-Funktion (Dichtefunktion) ff:
EW: u=p, = [-00/c0 t-f(t) dt

Var: 62 = ox? = [-o0fco (t-pu)?-f(t) dt

ZufallsgrofRen sind normalverteilt mit Parametern p=0 und o=1. Realisierungen liegen zu
gleichen Teilen links und rechts der Null - fast ausschlieBlich im Intervall -3 und +3.

Beispiel:
WS fir die Standardnormalverteilung [®D(z)] aus der Tabelle holen. Dabei ist [D(-z)] = 1 - [D(z)].
P(-3<X<3)=0,9973

P(-2 <X <2)=0,9545
P(-1<X<1)=0,6827

WS-Funktion (Dichtefunktion):  f(x)= 1 /v2r-e " -0,5 x2
Verteilungs-Funktion: F,.(x) oder ®(x) = 1 /V2rt [-oo/x e M -0,5s%ds
P(X < b) =F(b) = ® (b)

P(X2a)=1-Fa)=1-®(a)= 1-D (z.B.2) =D (z. B.-2)
P(a<X<b)=F(b)-Fa)=®(b)-D (a)

mit @y, =® und ® (0) =1/2

EW: 0

Var: 1

Median: 0
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Exponentialverteilung
Verteilungsfunktion ist Stammfunktion F(x)
Bei A=0,005 geht Graph logarthmisch gegen P = 1.

[
L o
g“(—:; Wennx<0->p=0 Wennx>09p=1-e'}‘x
x O
1
g 0,8 X
2 0,6 X
= 0,4 X
=]
N 0,2
X

5 100 200 300 zv
Links von a und rechts von b liegen keine Realisierungen der ZufallsgroRe

/
WS einer ZufallsgréRe (X), dald ihre Realisierung bei gegebener
Zahl x in dem links-offenen Intervall (-o=,x) liegt.

ZufallsgrofRe "Zeitdauer der Funktionsfahigkeit eines Weckers in Tagen" mit Ausfallrate A.

Gibt die Dauer von zufalligen Zeitintervallen an. Mittlere Reichweite oder Lebensdauer

(z. B. von Atomen beim radioaktiven Zerfall); Lebensdauer von Maschinen, wenn
Alterungserscheinungen nicht betrachtet werden mussen; Zeit zwischen zwei Anrufen; KFZ-
Haftpflicht.

Beispiel: Unabhangig von ihrem Alter ausfallende Wecker pro Tag: 5 %o. Bei Ausfallrate A= 0,005
ist @ Zeitdauer, bis ein Wecker ausfallt, 1/A = 200 Tage.

Auf Lebewesen darf sie nicht angewendet werden, sonst ware z. B. die WS, dass ein
Achtzigjahriger noch weitere 50 Jahre lebt, genauso hoch wie die, dass ein Neugeborener das
flinfzigste Lebensjahr erreicht.

Wird durch einzigen Parameter A bestimmt. Er besitzt den Charakter einer Ereignisrate (1/A).
Wert von A sind 0 (asymptotischer Graph) und o= (exponentialer Graph).

Anwendbar, wenn die poissonschen Annahmen erfillt sind.
WS-Funktion (Dichtefunktion):  f(x) =Ae™ fiir x20,sonst0firx<0

Verteilungs-Funktion: F(x)= 1-e™ x20,sonst0furx<0

1-F(X) = e™ :Komplement der Verteilungsfunktion ist die Uberlebenswahrscheinlichkeit bei
sogenannten ermidungsfreien Systemen. Ausfallrate ist hierbei A. Wahrscheinlichkeit, dass ein
Wecker héchstens (noch) 20 Tage hilt, ist 1 - e %% 2™ = 90952, d.h. nach 20 Tagen sind
durchschnittlich ca. 10 % der Wecker ausgefallen. Entsprechend ist der Anteil der Wecker, die
mindestens 180 Tage aushalten: 1 - (1 - e %% 187 - 1_0 5934 = 0,4066.

EW: 1/A

Var 1/A%2 und SA: 1/A und Median: In2/A
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Stetige Gleichverteilung
Verteilungsfunktion ist Stammfunktion F(x) ist monoton steigend.

v W P
< <
o 2 X
x O
X
1
g 0,8 X
:0
5 0,6
K
e 0,4
>
N 0,2 X
a=1 b=3
Links von a und rechts von b liegen keine Realisierungen der ZufallsgréRe.
/

WS einer ZufallsgréRe (X), dald ihre Realisierung bei gegebener
Zahl x zwischen a und b liegt.

ZufallsgrofRen sind gleichmaRig verteilt - mit den Parametern a und b.

Rechteckverteilung, Uniformverteilung

Uber einem endlichen Intervall [a,b], im einfachsten Fall [0,1]. Gutes Modell also, wenn X nur
Werte in [a; b] annehmen kann und mit gleicher WS in alle gleich grofRen Teilbereiche fallt. Hat
konstante Wahrscheinlichkeitsdichte auf einem Intervall (a,b): Das bedeutet: Alle Teilintervalle
gleicher Lange besitzen dieselbe Wahrscheinlichkeit.

Beispiel: Shuttlebus fahrt alle 20 min. Ein Fahrgast (der nicht weil3 , zu welchen Uhrzeiten der
Bus fahrt) kommt zur Haltestelle. Die ZV fiir seine Wartezeit ist auf [0; 20]-gleichverteilt.

Haufig wird a =0 und b =1 angenommen. Dann ist F(x) = x auf dem Intervall [0,1].

P(X<x)= 0 Xx<a
P(X<x) = x-a/b-a as<x<b
P(X<x)= 1 x>b
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